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摘要：随着大数据时代的到来，计算地球动力学数值计算方法体系更加完善. 本文系统地回顾了传统数值模拟方法在计
算地球动力学领域的应用进展，包括：有限差分法、有限单元法、谱方法和谱元法；并对近年来一些新发展的算法和应用前

景进行了综述，如：不连续 Galerkin法、小波方法和格子玻尔兹曼方法等. 本综述有助于读者以整体视角了解地球动力学数
值计算方法的发展脉络，并对大数据时代下研究适应日益丰富的数据和新算法提供有益参考.
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Abstract: With the advent of the era of big data, the framework of numerical method of computational geody-
namics is perfected. In this paper, we review systematically the conventional numerical simulation methods in the
field  of  computational  geodynamics,  included  the  finite-difference,  finite-element,  spectral  method,  and  spectral
element methods. In addition, some newly developed algorithms and their applications in recent years are reviewed,
such as the discontinuous Galerkin methods, wavelet method, and lattice Boltzmann method. We hope that the re-
view can give a holistic perspective to understand the development context of the numerical methods of geodyna-
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mics and provide a useful reference for studying and adapting to increasingly rich data and new algorithms in the
era of big data.

Key words: geodynamics; big data; numerical method

0    引 言

随着大数据时代的到来，计算地球动力学数值

计算方法体系日益完善. 本文系统性地综述了数值
计算技术方法在地球科学领域的研究新进展. 2016
年 Yuen和 Knepley在《 Treatise  of  Geophysics》
（Zhong et al., 2007）中曾系统总结过在地幔对流
研究中使用的数值计算技术. 但在这之后计算领域
又出现了诸多新发展，特别是大数据概念提出后，

新的数值计算方法不断发展，我们所处的时代也正

在经历一场数据革命，而地球科学家正是这场革命

的经历者，因此我们衷心希望可以通过本文进一步

对这些地球动力学数值计算方法进行全新的总结，

为青年科技人员提供更多参考.
如今，人们经常听到“机器学习”这个词. 但

是，机器学习到底是什么？机器学习工具对地球物

理学有什么作用呢？简而言之，机器学习（Machine
Learning, ML)是一种让计算机以自主的方式去解
决给定任务的方法. 尽管计算机没有智能，但它们
可以通过主成分分析、聚类分析等方法提取并记住

数据的参数化特征，在这一点上远胜人脑. 在构建
一个机器学习算法之前，我们首先需要将期望解决

的问题进行定义，即希望计算机执行什么任务. 比
如，如何找出美国加利福尼亚一个月内发生的地震

次数？现有的大多数ML工具都需要大量数据来进
行培训和测试，收集尽可能多的数据在机器学习中

十分重要，可以是真实的数据（比如照片或地震波

形），也可以是仿真产生的数据. 接下来是找到数
据中有效的特征. 它们可以是 P波和 S波的初动，
通过地震台站的前 10 min波形或模拟裂纹形成/结
晶过程的数据. 许多机器学习算法，例如卷积神经
网络或主成分分析（Jolliffe, 2011）都可以在训练
时自动找到这些特征. 在训练过程中，人们使用各
种最优化技术来优化参数（Sioshansi and Conejo,
2019）. 训练通常和测试同时进行，机器学习领域
有一些专门设计的技术来提高训练的效率，例如神

经网络中的反向传播（Hecht-Nielsen, 1992; Jing et
al., 2017）.

在 Zhong等（2007）的论文中仍然强调传统的
有限元和有限体积方法，这是因为两位作者（Zhong

和Moresi）以及世界上大多数地球动力学家，他们
毕生都致力于这些技术. 但是在解决“超级地球”
的问题时，可压缩性和绝热加热比地球要强得多

（Umemoto  et  al.,  2006; Shahnas  et  al.,  2018; Tsu-
chiya and Umemoto, 2019; van den Berg et al., 2019），
超级计算机的功能无法满足地壳和地幔动力学模型

复杂性的要求（Herman  et  al.,  2013; Sizova  et  al.,
2015; Jain et al., 2019），因此在求解高黏流体动量
方程时去设计不需要存大矩阵的数值方法十分重

要. 本文将回顾一些非传统技术，例如：边界元素、
径向基函数、格子玻尔兹曼方法（Mora et al., 2020;
Succi and Succi, 2018）和伪瞬态方法（Omlin et al.,
2018; Räss et al., 2019）、拟压缩法（Frankel, 1950;
Chorin and Others, 1973; Chorin, 1997; Kameyama et
al., 2005）. 本文认为无矩阵方法将为地球动力学家
提供更多的可能，并在高分辨率模型的计算中更有

效地节约内存和性能开销. 这对于实现诸如在非线
性热—化学—力学相互作用方面的突破性研究，无
疑将是十分必要的.

1    数值计算方法

相对于地震科学和地震波传播中的建模方法，

固体地球物理现象的数值模拟技术的发展（Stein
and  Wysession,  2009; Fichtner,  2010; Zobin,  2012;
Igel,  2017; Udias  and  Buforn,  2017; Margrave  and
Lamoureux, 2019; Shearer,  2019）相对缓慢，新的
地球动力学教科书数量也相对较少（Ismail-Zadeh
and Tackley, 2010; Glatzmaier, 2013; Gabriele Morra,
2018; Gerya, 2019）. 也许是因为地球动力学中要解
决的大规模多尺度非线性问题过于复杂，与数据驱

动型科学（例如：金融或生物医学领域）相比，近

年来新出版的地球动力学教科书相对较少. 但我们
仍然认为，为了跟上科学技术发展的脚步，在地球

动力学研究中使用更多数据驱动方法十分必要.
经典的地球动力学教科书（Turcotte and Schubert,

2002）仍然有其教学价值，人们可以将数值结果与
解析解（如：考虑剪切生热和热对流情况的剪切流

中稳态边界层问题）进行比较，从而调节诸如瑞利

数之类的控制参数等. 下面我们从离散化数值计算
方法分类、复杂问题的数值计算策略和非线性问题
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对策等三方面进行综述，并尝试在介绍每个领域方

法研究进展的同时，也介绍每个研究领域算法的实

现程序或软件，这样有助于帮助读者更加深入理解

算法原理和加快解决实际问题.

1.1    离散化数值计算方法

在地幔对流的数值模拟研究领域，有限元

(finite element)、有限差分 (finite difference)、有限
体积 (finite volume)和谱方法 (spectral method)有着
悠久的历史，这些工作最早可以追溯到半世纪以前，

如 McKenzie等（ 1974）以及 Machetel和 Yuen
（1986），而且现阶段在主流学术期刊中仍然大量
使用这些方法（Tackley, 2000; Kageyama and Sato,
2004; Harder and Hansen, 2005; Stemmer et al., 2006;
John et al., 2018; Phillips et al., 2019）.

一些地球动力学模型采用＂从头算＂（ab
initio）的方法来计算现在的地球或行星内部状态，
这类模型不需要真实的约束条件，Tackley等
（2000）对于地幔的研究就是使用这类模型的典型
案例. 另外一些方法是尝试构造真实的约束条件来
开展研究，当然这是极具挑战性的任务. 例如：最
新的开源代码库（Geodynamic World Builder）就是
用于在直角坐标或球坐标中为地球动力学模型设置

合适的初始条件而开发的（Fraters et al., 2019）.
在讨论不同空间离散化的方法之前，我们先从

整体角度来回顾一下 . 一般来讲，无论使用 FD、
FV、FE还是 SM方法，任何计算都需要在当前的
软硬件基础上来实现，而当前硬件和软件基础架构

所能提供的内存相比计算能力来讲更有限，这意味

着大规模的计算时间主要由内存带宽和吞吐量决定，

因此优化内存使用的算法对提高计算效率更有效，

例如：无矩阵方法相比使用大型稀疏矩阵的传统方

法更加高效.

1.1.1    有限差分方法 (FD)

该方法建立在微积分的基础上，使用局部泰勒

级数展开，得到具有指定精度的计算式. 已经有很
多讲解有限差分方法的优秀书籍，例如：

Lynch（2004）的有限差分入门著作；Griffiths和
Smith（2006）的书中则有许多 Fortran 95实现的例
子. 有限差分方法具有容易理解和容易编程的优点，
自 1950年代以来，就一直是数值计算的最主要工
具之一，Richtmyer和 Morton（1967）为气象学和
应用武器研究编写的开创性代码就是很好的证明.

几乎所有开拓性的地幔对流程序（Torrance

and Turcotte, 1971; Turcotte et al., 1973; McKenzie et
al., 1974; Parmentier et al., 1975; Jarvis and Mckenzie,
1980）都是采用有限差分方法来设计的. 而为了研
究非线性问题，人们使用更高阶精度的有限差分公

式，例如：一阶扩展到二阶（Torrance and Turcotte,
1971; McKenzie et  al.,  1974），用于精确求解二维
变黏滞系数问题的四阶公式（Christensen, 1984），
Malevsky（1996）开发了一种基于三维样条的地幔
对流程序，该程序能够完成高达 108瑞利数的模拟

计算（Malevsky and Yuen, 1993），如果使用现今
的计算机硬件，容许的瑞利数还可以再提高几个数

量级.

1.1.2    有限元方法 (FE)

在传统的有限元方法中，网格区域内的解用一

组局部基函数的线性组合（形函数）来描述，这些

局部基函数的值仅在一个单元内是非零的. 该方法
的目标是找到描述解的最佳线性组合. 一般来说，
形函数是一个多项式，所有网格单元互相毗连. 最
近还发展出了一种称为无单元伽辽金（Galerkin）
的方法，该方法的核函数有相互重叠的部分（Zienkie-
wicz et  al.,  2003） . 其思路与径向基函数（Radial
Basis Functions, RBF）方法类似，结果就是增加了
该方法的复杂性，但也比传统的有限元方法更灵活.
在解决不可压缩介质中的斯托克斯流问题时，

为了避免出现虚假的解则建议选择速度阶数高于压

力阶数的形状函数（Simo and Hughes, 2000）. 单元
形状的选择也会影响解的质量，许多有限元建模人

员已经观察到了力学模拟中使用三角形网格会出现

“网格锁定”的现象. 有限元中的积分通常使用在
节点上的线性插值（高斯积分）来计算. 更高级一
点的方法是使用物质点上的积分（Sulsky et al., 1994;
Moresi  et  al.,  2003），该方法使用起来更加灵活，
而且可以考虑介质的非均匀性（例如对于地球内部

介质）. 而有限元方法的主要优点之一是适用于复
杂的几何形状，设置边界条件可以更便捷. 最近，
有限元法用于创建俯冲带的参考模型（图 1）
（Salomon, 2018），可实现热—力耦合和一般的黏
塑性（Duretz et al., 2018）程序.
用于模拟物理上具有不连续的问题的非连续伽

辽金法（Discontinuous  Galerkin  Method,  DGM），
可看作是传统有限元方法的一种推广（Hesthaven
and Warburton, 2007）. DGM方法使用不连续的近
似解，因此很适合模拟具有不连续的问题，如：核

幔边界 (Core-Mantle  Boundary,  CMB)模拟或者一
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些涉及到部分熔融体的壳内过程模拟，同时不会像

有限元或有限体积方法那样会由于吉布斯（Gibbs）
现象而引发数值算法不稳定（Cockburn et al., 2012）.

近年来，DGM方法有很多新的研究方向，其
中一些对地球物理学问题研究具有重要意义，尤其

是对求解 Navier-Stokes方程. 例如：重构的不连续
伽辽金（RDG）方法，最初是为可压缩欧拉方程设
计的，应用到求解 Navier-Stokes方程，则是从不
连续 DGM解出发，使用最小二乘法得到光滑的黏
滞性和热通量，从而实现对它们的离散化（Luo et

al., 2010）.
最近，一个全新的 DGM应用是用于弹性声波

的传播和散射建模（图 2）（Ye et al., 2016）. 在过
去的几年里，De Hoop团队在构建该方法的软件包
方面做出了重要贡献，使得 DGM技术能够在大规
模并行计算平台上用于求解三维偏微分方程. 该软
件可以在考虑旋转以及高度非球对称的全球模型中

计算地球动力学问题，在计算黏弹性正态模态问题

时，即使模型介质具有三维横向不均匀以及横向变

化的固液交界面，也能得到精确的解（Liu et al.,

 

位移/km 压力/MPa

热流/(mW·m-2) 温度/K

+1.691×10-1

+0.000×10-1

-5.833×100

-1.167×100

-1.760×100

-2.333×100

-2.917×100

-3.500×100

-4.083×100

-4.667×100

-5.250×100

-5.833×100

-6.417×100

-7.000×100

-7.552×100

+3.094×101

+8.094×101

+5.587×101

+5.080×101

+4.572×101

+4.065×101

+3.558×101

+3.051×101

+2.544×101

+2.037×101

+1.529×101

+1.022×101

+5.151×101

+7.895×101

-2.137×101

+4.405×103
+1.873×103
+1.740×103
+1.608×103
+1.473×103
+1.340×103
+1.206×103
+1.073×103
+9.397×103
+8.063×103
+6.730×103
+5.397×103
+4.063×103
+2.730×103

+4.233×104
+1.400×104
+1.283×104
+1.167×104
+1.050×104
+9.333×103
+8.167×103
+7.000×103
+5.833×103
+4.667×103
+3.500×103
+2.333×103
+1.167×103
+0.000×100

-1.859×104

z

y

x
z

y

x

z

y

x
z

y

x

(a) (b)

(c) (d)

图 1      有限元法模拟的 Central Andes俯冲过程（修改自 Salomon, 2018）.图中有限元法可以使用非规则网格，灵活设置计算
模型，其中展示模型计算 50000年之后的结果，分别是（a）位移（km）；（b）压力（MPa）；（c）热流（mW/m2）；

（d）温度（K）
Fig. 1    Central  Andes  subduction  process  simulated  by  finite  element  method  (modified  from Salomon,  2018).  The  finite  element

method can use irregular grid to flexibly set the calculation model, in which the results calculated by the model after 50000
years are shown, respectively: (a) displacement (km); (b) Pressure (MPa); (c) Heat flow (mW/m2); (d) Temperature (K)
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图 2      DGM模拟声波—弹性波传播（修改自 Hecht-Nielsen, 1992）
Fig. 2    DGM simulates acoustic wave-elastic wave propagation (modified from Hecht-Nielsen, 1992)
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2019; Shukla et al., 2020）. 该程序包也可以处理地
球动力学中的非线性特征值问题，例如涉及旋转以

及科里奥利力的问题，由于在计算过程中需要使用

复数，因此处理这类问题会消耗更多的系统内存.

1.1.3    有限体积方法（FV）

有限体积方法与有限元和有限差分方法有许多

共同的特点. 在 1980年 Patankar曾指出，有限体积
方法可以看成有限元方法中加权残差的一个特例，

只要让加权函数在单元内部是常数，单元外部为

零. 与有限差分相比较，有限差分基于泰勒级数，
有限体积法则是将方程在控制体积或控制单元上积

分，并在单元边界处逼近微分算子（Patankar, 2018）.
至少从 1990年代早期开始，有限体积方法就

广泛用于地幔对流的数值模拟（Ogawa et al., 1991）.
Tackley（1993）对二维/三维笛卡儿模型实现了一
种标准的多重网格有限体积方法. Ratcliff等（1996）
开发了一种用于地幔对流的三维球壳有限体积实

现. Harder和 Hansen（2005）、Stemmer等（2006）
以及 Choblet等（2007）也编写了有限体积代码计
算球壳内的地幔对流，他们使用立方—球网格剖
分. Kageyama和 Sato（2004）在剖分网格时使用了
一种类似棒球的拓扑结构，称为“阴阳”网格，随

后在Kageyama和Sato（2004）、Yoshida和Kageyama
（2004）以及 Kameyama等（2008）的工作中进一
步完善了该技术，其在许多地幔对流的球形模型中

得到了应用（Tackley, 2008）. 上述这些地幔对流
研究都使用了二阶精度，也有一些研究使用更高阶

的公式，并已用于三维直角坐标的地幔对流模拟

（Larsen et al., 1997）.

1.1.4    谱方法和谱元法

谱方法是一种经典的数值方法，主要特点是分

析简单、计算准确. 它基于 Sturm-Liuoville型二阶
微分方程引出的正交本征函数展开式的概念，适用

于正交曲线坐标系. 对于地幔对流问题，这意味着
我们可以通过笛卡尔几何的傅里叶展开和三维球壳

的球谐函数展开来表达水平方向上的数值变化. 这
方面有很多优秀的数值计算教材（Glatzmaier, 2013），
适用于初学者来了解和学习地球和恒星内部的对流

问题.
Balachandar和 Yuen（1994）使用谱变换的方

法实现了一套在三维笛卡尔坐标下计算地幔对流的

程序，该程序使用 Chebyshev函数展开求解竖直方
向的两点边值问题，在水平方向上则使用快速傅里

叶变换 . 借助 Krylov子空间迭代技术（Saad  and

Schultz, 1985），谱方法也被扩展到求解可变黏度
的动量方程，可容许 103的黏度变化.
最经典的三维球壳对流代码是由 Machetel和

Yuen（1986）开发的，通过在径向使用有限差分，
沿经向和纬向使用球面谐波分解. Glatzmaier（1988,
2013）则在径向采用 Chebyshev多项式展开，在水
平向使用基于快速傅里叶变换的球面谐波分解 .
Chebyshev多项式在热边界层附近可以达到非常高
的精度；也可以选择在内部边界层上进行展开，适

用于处理包含 670 km深度的不连续面的问题.
Zhang和 Yuen（1995, 1996）基于高阶 FD方

法（Fornberg, 1998）设计了一种适用于三维球形
几何的算法，同样是沿圆周方向做球面谐波展开.
他们还开发了一种求解动量方程的迭代技术，用于

可压缩对流中横向黏度对比高达 200的可变黏度问
题（Zhang and Yuen, 1996）. 但是谱方法的一个重
要缺点是难以解决吉布斯现象的问题，这可以通过

黏度随球谐阶数衰减的谱来监测.
Erlebacher等（2002）也发展了一种谱方法与

有限差分结合的方法，主要是在竖直方向上使用

Fornberg高阶格式，在水平方向上则使用快速傅里
叶变换，并在本世纪初利用 MPI并行计算技术实
现了高达 108瑞利数问题的模拟，网格计算规模达

到约 600×600×600，如此规模的计算在当时并不多
见. 如今的算法比当时有了很大的发展，网格计算
规模可以达到 1 500×1 500×1 500，瑞利数可以达
到 1012. Erlebacher等（2002）对这些多尺度特征热
湍流的模拟结果进行了细致的可视化工作.
普林斯顿大学的 Jeroen Tromp为谱元法在地球

动力学领域的应用做出了很多贡献（Fischer et al.,
2002）. Tromp团队为科研领域开发了一套 SpecFem
软件包，可用于研究三维地震波传播、具有横向变

化黏度的冰后期回弹和地震波在含有孔隙介质的地

壳中的传播等问题 . 该软件支持并行计算，通过
Github仓库可以很容易获取. 关于谱元法的基本原
理，可以参考 Komatitsch和 Vilotte（1998）的开创
性论文. 2016年，在三维地球模型上实现了前所未
有的 1.2 s地震周期精度的 1.8万亿自由度谱元法模
拟工作，在 82 134个节点的超级计算机上完成了
模拟实验（Tsuboi et al., 2016）. 伴随着数据同化的
趋势，该方法已被用于创建第一代全球联合层析成

像（Bozdağ et al., 2016）.
谱元法与无限元（IE）的联合是谱元法的一个

新发展方向. 这种单元与边界元有一些类似，都是
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建立在无界区域的泛函空间上，但是它们比边界元

更容易使用，因为不涉及奇异格林函数的积分（Gharti
et al., 2019a, 2019b; Gharti and Tromp, 2019）.

1.1.5    无矩阵方法

在极端条件下，FD、FV和 FE方法求解与动
量方程相关的椭圆方程时，需要较大的内存开销.
比如：Prandtl数趋于无穷大的算例 . 当材料参数
（如：黏滞系数）变化非常剧烈的时候，可以使用

直接法或直接迭代法完成计算，但这类方案都需要

借助大型稀疏矩阵来完成，耗费大量的内存和带宽

资源. 相反，如果使用无矩阵方法，则可以避免使
用大型稀疏矩阵，节约计算资源.

无矩阵方法的一个典型例子是 HyTeG有限元
软件框架，使用了无矩阵的多重网格方法，在地球

物理学方面有应用（Kohl et al., 2019）. 该软件采
用低阶多项式逼近变系数偏微分方程的代理元素矩

阵. 使用无矩阵算子，最大可以使用 47 250个计算
核心来模拟大尺度地幔对流问题，应用离散算子后

其并行效率高达 93%，计算模型自由度高达 1万亿，
模拟全球网格分辨率可以达到 1.5 km（Bauer et al.,
2019）.

科研人员还尝试开发无矩阵方法来解决地球物

理学中偏微分方程的问题，如 Devito项目，由于
使用了无矩阵方法，所以无需显式地构建 Jacobian
矩阵和 Hessian矩阵，而是使用对向量的操作代替.
虽然该项目主要关注地震波问题，但同样的框架也

适用于求解流体的偏微分方程（Luporini et al., 2020）.
此外，另一种伪暂态方法也使用了一种快速收

敛的迭代无矩阵方法，内存占用非常小. 该方法使
用改进的物理伪压缩性和物理激励的瞬态项来收敛

残差，在 5 120个 GPU上实现了三维两相流模拟，
总体收敛速率达到 N4/3（Räss et al., 2018; Räss et al.,
2019）. 无矩阵方法的另一个重要应用是解双曲方
程问题，例如：基于分段抛物线法（Piecewise Para-
bolic Method, PPM）（Colella and Woodward, 1984）.
这种方法极少在地球物理学中应用，而在天体物理

学中通常用于模拟恒星对流和发电机、超音速流和

冲击波，因此在许多地球物理学问题中也具有应用

前景，如高压矿物物理学中的冲击波模拟问题 .
Paul Woodward在研究数年时间尺度上恒星核燃烧
的问题时采用了无矩阵方法，实现了 4 0003规模的

网格计算.

1.1.6    边界单元方法（BEM）

在各种工程问题中，边界单元方法（Boundary

Element Method, BEM）的应用已经具有悠久的历
史. 特别是在声学方面，许多应用都是专门为地震
学而研发（Guzina and Pak, 2001; Dangla et al., 2005;
Semblat, 2011; Chaillat and Bonnet, 2013）. BEM的
大多数用途是用单个边界单元层分隔两个计算区

域. 在每个边界元上，积分运算可以采用解析公式
（Salvadori, 2010）或数值积分（Pozrikidis, 2002）
来计算. 最近很多对多圈层地质问题领域的新应用
（Chaillat et al., 2012）表明，如果能适当加速，边
界单元方法有望成为地球物理学中的主要数值工具

之一.
在地球动力学领域，有的研究将 BEM与 FEM

联合使用（Morra  and  Regenauer-Lieb,  2006），也
有单独使用的情况，这些研究包括俯冲板片的动力

学建模（Morra et al., 2007, 2009; Li and Ribe, 2012;
Li et al., 2014; Gerardi and Ribe, 2018;），全球尺度
的板块构造（Morra et al., 2009）和俯冲带系统上
的能量估计问题（Gerardi et al., 2019），这是地球
动力学领域的一个基础性科学问题（Conrad and
Hager,  1999; Buffett  and  Rowley,  2006; Capitanio  et
al., 2009; Buffett and Becker, 2012）.
在火山学研究方面，Manga和 Stone（1995）

率先将 BEM方法引入，后续有很多工作跟进，同
时，快速多极加速方法（Fast Multipole Acceleration,
FMA）也被用来做大规模非均匀系统的建模，模
拟了在地幔中的板片下插或者底辟构造形成的羽流

上升问题（Morra et al., 2015）. 在地震学研究中，
BEM方法常用于模拟断层滑动引起的应力/应变过
程（Mai et al.,  2016） . 最近，Thompson和 Meade
（2019a）还新开发了一种使用连续线性位移和滑
移基函数的无奇异伽辽金边界元法，以弥补线性边

界单元边界上奇异点积分所产生的误差，并用于研

究 Cascadia俯冲带上的周期性地震活动（Thompson
and Meade, 2019b）.

BEM中的线性系统是适定的，但其关联的矩
阵是稠密的. 在过去 10年中，多种无矩阵方法被用
于解决边界单元问题，包括：快速多极加速（FMA）
方法（Barnes and Hut, 1986; Tornberg and Greengard,
2008）、多级矩阵方法（Benedetti et al., 2008; Cazeaux
and Zahm, 2015）等. 第一种方法具有处理多尺度问
题的潜在优势，因为它与三维非结构化表面网格兼

容，并且网格分辨率可以在需要加密的区域自适应

加密. 构建好的方程组可以使用 GMRES迭代算法
求解（Saad and Schultz, 1985）. Hi-BoX就是一个
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边界单元法软件包，其使用了目前最先进的快速直

接解法和迭代解法，并包含 H矩阵和 FMA方法以
及将二者结合用于大规模并行异构体系下的解决方

案（Abboud and Barbier, 2016）.

1.1.7    格子玻尔兹曼方法（LBM）

格子玻尔兹曼方法（Lattice Boltzmann Method,
LBM）处理的问题尺度介于分子和连续介质之间，
这种方法最初被设计用于模拟计算流体力学（Com-
putational Fluid Dynamics, CFD)问题，现在被广泛
应用于多种问题（Succi and Succi, 2018）. 与其他
CFD方法不同的是，该方法不是直接求解 Navier-
Stokes方程，而是通过计算粒子在固定网格上的流
动和碰撞（弛豫）来求解，其中用到统计力学中平

衡态扰动解导出的函数. 这种方法有许多优点，其
中之一就是软件可以写得非常简洁、有效（Mora et
al., 2020）. 诸如汽液共存、液滴、多孔介质复杂环
境中的流体等许多系统都可以采用 LBM方法模拟.

LBM方法起源于统计物理学中的一种叫格子
气体自动机（Lattice Gas Automata，LGA）方法，
该方法用于模拟粒子在离散格点上的运动和碰撞，

以重现分子在气体中的运动规律. LGA在宏观极限
下符合 Navier-Stokes方程（Frisch et al., 1986），该
方法计算量非常大. 而在 LBM方法中，仅计算晶
格中参与运动和碰撞的粒子的分布 . 换句话说，
LBM模拟的是经典玻尔兹曼方程的一阶近似.

Bhatnagar、Gross和 Krook  (BGK)（Bhatnagar
et al., 1954）提出了一种通过松弛来计算粒子碰撞
的有效方法，并被用于高效地实现LBM模拟（Higuera
and  Jiménez,  1989; Qian  et  al.,  1992; Reis,  2003），
以及施加精确的压力和速度边界条件（Zou and He,
1997）. 后续对 LBM方法应用和研究得到了飞速
的发展，有更多的相关文献可以参考（Huang et al.,
2015b; Krüger et al., 2017）.

使用 LBM方法的很多研究是模拟热对流问题
（Shan, 1997; He et al., 1998; Guo et al., 2002; Wang
et  al.,  2013），包括多相流方法（Shan  and  Chen,
1993），到目前为止仍然算是一个非常活跃的研究
领域（Huang et al., 2015; Di Ilio et al., 2017; Xie et
al., 2017）. 由于 LBM方法能很好地在高性能计算
集群（High Performance Computing, HPC）上部署，
该方法在许多科学和工程领域内得到广泛应用. 最
近的大规模并行多重物理过程模拟软件 WaLBerla
（Feichtinger et al., 2011） 能在千万亿次 HPC上计
算 1012节点规模的问题，其万亿规模的非均匀网格

在 Schornbaum和 Rüde（2016）的文章中有详细描
述. 广泛使用的Palabos（Lagrava et al., 2012）、OpenLB
（Heuveline  and  Latt,  2007）、  LB3D（Heuveline
and Latt,  2007; Schmieschek et al.,  2017）系统，通
过 HPC测试都显示具有较好的计算性能.
尽管 LBM方法在热对流方面取得了很多研究

进展，但最近才被应用于研究地幔对流类地球动力

学问题（Mora and Yuen,  2017, 2018） . 该方法的
Python简版可以参考（Mora et al., 2020）. 对于地
球物理学中的其它研究方向，也有一些研究进展，

特别是多孔介质内流体的模拟问题（Leclaire et al.,
2017; Zhao et al., 2019），具体地说如反应运移（Kang
et al., 2006）、页岩气（Middleton et al., 2015）、复杂
流（Schaefer  et  al.,  2013）、多相流（Pradana  and
Fauzi, 2019）和水文学（Chen et al., 2018）等的模拟.
值得注意的是，最近在火山声学（Brogi et al., 2018）、
岩浆脱气（Parmigiani et al., 2016; Parmigiani et al.,
2017）等方面也出现了一些应用案例. Zhu等（2020a,
2020b）使用 4  0003格点规模的 LBM方法求解
MHD方程，模拟了太阳内部的磁流体运动.

1.2    多尺度问题的数值计算

1.2.1    多重网格方法（MG）

对于线性或非线性斯托克斯流（Stokes flow），
上述方法（FD、FV、FE）中的刚度矩阵是对称正
定的，这使得很多方法可以用来解决整个线性问

题. 多重网格法 (MG)是地幔对流模拟中最常用的
方法. 该方法早期的实现可以追溯到 Tackley（1993）、
CITCOM （Moresi and Solomatov, 1995）及其后续
的软件包 CitcomS/CitcomCU（Zhong et al., 2000）.
另外，阴阳网格方法也是一个重要进展，该方法让

多重网格法在球坐标中的实现成为可能（Yoshida
and Kageyama, 2004; Tackley, 2008）.
多重网格法的核心思想是在一组多重嵌套的不

同粗细的网格上来解同一个问题，首先在较粗尺度

的网格上快速获得近似解，此时的残差在较粗尺度

上达到极小，然后再降低细尺度上的残差，这一步

通过在细尺度的网格上的局部求解器来实现（也称

为“平滑器”）. 该方法的一个特点是，随着问题
规模的增加，迭代的次数不会显著增长. 逐点平滑
的策略比较常见（如高斯—赛德尔迭代），但对于
复杂的方程组，更复杂的平滑方法是十分必要的.
Yavneh（2006）、Oosterlee和Gaspar-Lorenz（2006）、
Gmeiner等（2015）对多重网格法的许多细节进行
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了综述. LaMeM最近尝试将广义多重网格方法移植
到用于岩石圈—地幔问题的有限差分方程（Popov
and Kaus, 2013）.

MILAMIN（Dabrowski et al., 2008）是一套紧
凑的多重网格代码，仅适用于拉普拉斯算子，然后

使用 Schur补的方法将其用于求解 Stokes方程
（May and Moresi, 2008）. 因为此处是应用于较简
单的拉普拉斯算子，所以使用的是逐点平滑. 同样
的方法可以用于有限差分求解 Stokes方程（Räss et
al., 2017）.

1.2.2    自适应网格加密（AMR）

对地球系统进行建模涉及到多尺度物理，这也

是地幔对流的一个重要特征. 地幔对流的特征波长
可以很长，例如：太平洋板块的尺度为 10 000 km.
然而，地幔对流也从根本上受薄的热边界层以及被

称为海洋岩石圈的边界层控制，在高瑞利数的情形

下会导致小规模的上升流（100 m）. 板块边界过程
和热化学对流过程发生的尺度可能更小. 此外，材
料属性受到近微观属性的影响（如：晶粒大小），

除了少数尝试外，在地幔对流研究中还无法很好地

考虑这类问题（Rozel  et  al.,  2015; Schmalholz  and
Duretz, 2017）.

大多数现有的地幔对流编码（如：CitcomS和
STAG3D）都适用于基本一致的网格，迄今为止最
大的计算规模使用了数亿个未知数（Jadamec and
Billen, 2010）. 还有一些更复杂的代码，如：Under-
world （ Asgari  and  Moresi,  2012） 和 SEPRAN
（Van Kan et  al.,  2008; van den Berg et  al.,  2015） .
SEPRAN不仅适用于地球动力学，还可用于解决工
业问题，例如具有惯性项和复杂流变性（如塑性）

的车辆碰撞. 这两套代码均使用 Python语言编写，
因此，相比严格用 C或 FORTRAN编写的代码更
方便学习使用. 最近的代码如 ASPECT（Kronbichler
et al., 2012）和Rhea（Burstedde et al., 2008; Burstedde
et al., 2013）使用了 AMR技术（Davies et al., 2011;
Leng and Zhong, 2011; May et al., 2013）. 它们可以
运行在大规模并行计算机上（103～105的核），在

三维全球模型中其局部分辨率甚至能达到数千米.
因此，它们为解决一些计算上具有挑战性的地球动

力学瞬态问题提供了可能（Stadler et al., 2010）.
AMR最适合处理具有局部非均匀性的问题，

而不擅长捕捉整个区域的小尺度特征. ASPECT和
Rhea不能处理地球动力学中的所有问题，例如孔
隙介质中的波动问题. 其他更灵活的有限元软件包

如芝加哥大学 R. Scott开创的 Fenics（Dupont et al.,
2003），正在被许多大学使用，哥伦比亚大学的
M. Spiegelman和卡内基研究所的 C. Wilson用它处
理多物理场孔隙波问题.
二维热—化学对流 AMR（Leng  and  Zhong,

2011）为数值分析带来了极大的拓扑和数学复杂
性. 它需要高效的网格细化、粗化、重分区算法，
还需要高效的并行方法在多处理器之间做好负载均

衡. 为了应对这些挑战，Rhea使用了一种称为八叉
树森林的技术，计算区域被划分为具有八叉树结构

的子域（ Burstedde  et  al.,  2008; Burstedde  et  al.,
2013）. 八叉树是一种逻辑结构，其中每个节点要
么是没有后代节点的叶节点，要么是有后代节点的

中间节点，这种逻辑结构在计算机科学中早已有所

应用，例如：PARAMESH（MacNeice et al., 2000）.
该结构是递归的、层次化的，可以有效地实现 FE
分析和并行计算，就像在 Rhea中一样. ASPECT是
在 Deal.II数值软件包基础之上开发的. 它支持高阶
时空离散化方案，并使用八叉树森林进行并行网格

剖分.
处理千米分辨率的含时间项地幔对流问题的一

个挑战是数值稳定需要较小的时间步长 .  Rhea和
ASPECT在求解能量方程时都使用显格式来离散化
时间项. 到目前为止，ASPECT尚未用于计算具有
复杂物理机制的时间依赖性问题，例如：需要计算

数百万个时间步的晶粒尺寸减小问题，这类问题的

求解难度很大. 相反，ASPECT的很多应用都少于
10 000个时间步，也没有用到它最复杂的功能.

AMR算法也有局限性，它可能会导致某种类
型的“过度聚焦”，在解决高度非线性且有局部形

变的问题时，AMR算法可能在某一点处不断优化
网格而忽略其它区域的网格加密. 另外，除了复杂
性和性能问题，目前尚未有严格的算法来解决何时

何处需要重新优化网格，这仍需要建模者自己把握.

1.3    非线性问题及其对策

1.3.1    孔隙波模拟

由于岩石具有孔隙性，地下流体流动需要涉及

一个以上的相，化学反应过程十分复杂且经常发生，

但这些在研究壳内近地表地质问题中具有重要意

义. 这方面模拟需要的基本方程详见 Phillips（2005）
文献中的阐述. 在推导描述多相流体问题的偏微分
方程时，为了保证方程的普适性，包含热—力学—
化学耦合作用十分重要（Yarushina and Podladchikov,
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2015; Räss et al., 2019）.
地壳内的许多地质过程涉及到广泛分布的流体

的排出，例如：在沉积过程中滞留的流体或部分熔

融产生的流体. 孔隙波在涉及多相流的许多问题中
出现，有时甚至超过三相问题. 在这些问题中，渗
透率是一个很重要的动力学参数，它由不同密度的

岩石与流体的流变性和动力学不稳定性协同控制.
需要注意的是在孔隙波方程中我们将孔隙度作

为自由变量，而渗透率作为达西定律中的非线性输

运参数，则看作孔隙度的函数. 它们比黏性流体的
斯托克斯方程更复杂、非线性更强. 渗透率是孔隙
度的高度非线性函数，就像黏滞系数是岩石流变学

中温度和粒度的高度非线性函数一样. 孔隙波不同
于声波、弹性波和孔隙弹性波. 孔隙波以其特有的
物理性质在地壳中传播，传播速度从人类游泳的速

度到高速公路上行驶的汽车的速度范围变化. 因此，
它比声波、弹性波和孔弹性波慢许多个数量级，因

为浅层地壳岩石的孔隙度随时间的变化而变化，这

是由于岩石基质内的流体运动造成的. 这种相互作
用可能会产生一种水文机制，在这种机制中，流动

是由充满流体的孔隙度和类波运动的自传播域来完

成 （ McKENZIE,  1984; Fowler,  1985; Scott  and
Stevenson, 1986; Spiegelman et al., 1993）.

对于两相或多相的压实，人们可以用以下几种

流变学来建立多种类型的方程: 黏性、弹性、黏弹
塑性. 它们代表由多孔岩石基质和黏性较低的间隙
流体组成的系统. 为了求解它们，计算成本随着流
变性质的复杂度而增加，因此，必须开发新的计算

方法，例如：使用无矩阵伪瞬态方法（Omlin et al.,
2018; Räss  et  al.,  2019） . 由 Ludovic  Räss和 Sam
Omlin设计的孔隙波三维模拟可以被认为是 2020
年计算地球动力学领域的壮举，它使用了洛桑大

学 300个 GPU组成的集群. 到目前为止，这些十分
困难的模拟工作还没有在其他地方实现.

脱水引起的孔隙波也与偶发的地震和断层滑动

有关. Skarbek和 Rempel（2016）建模了一个一维
的俯冲板片，让它俯冲到慢滑动和震颤区域，结果

表明周期性的慢滑动和震颤现象可以通过孔隙波在

板片界面上的迁移来解释. Yarushina等（2017）也
基于多孔岩石的传播变形，讨论了流体注入在远离

作业场地的地方诱发微震活动的机理.

1.3.2    剪切生热—从流变反馈到热失稳

当在柔性变形的本构方程中同时考虑弹性和黏

性时，变形引起的剪切生热可能导致热失稳. 弹性
提供了驱动热失稳的势能. 为了捕获剪切生热失稳

的较短时间尺度和收缩区域，必须使用高分辨率网

格和特殊的时间步长（So et al., 2013），包括使用
了隐式和显式的自动化方案. 可以证明，在非绝热
条件下，黏度对温度的简单 Arrhenius依赖性就足
以产生热失稳. 此外，非绝热导致应变和温度分布
的极端局部化，可能导致自然界中经常观察到的窄

剪切带（Braeck et al., 2009）.
从韧性区域地震的产生（Thielmann et al., 2015）

到俯冲带的形成（Regenauer-Lieb and Yuen, 1998;
Regenauer-Lieb et al., 2001），地球物理学领域的许
多应用都与剪切加热和热失稳过程有一定的联系，

但这一过程的诸多细节和普适判据仍然存在争议

（Prieto et al., 2013）.
Kiss等（2019）的最新研究通过热软化机制阐

明了韧性剪切带产生的机理. 他们通过比例分析找
到了局部化发生的判据，利用从一维到三维的数值

模拟来支持其研究结果，并将其应用于岩石圈相关

研究（Duretz et al., 2019）. 时间步长的判据主要需
要考虑与动量方程无关的方程，即热方程. 在这类
问题中，源于简单流体力学的 Courant时间步长准
则必须根据此处的物理过程重新定义，例如从温度

方程，或孔隙波中出现的孔—黏—弹性流变学中弹
性强度的 Deborah数准则.

1.3.3    非线性椭圆方程的求解算法

随着考虑更真实、非线性更强的流变行为，如：

橄榄岩的非牛顿剪切减薄，或地幔结构的塑性变形，

传统的基于简单牛顿迭代的非线性求解方法变得十

分低效. 而非线性迭代的难以收敛，且不能通过线
性预条件子来改善，因此研究人员不得不使用耗时

但稳定的 Picard迭代. 最近人们发明了一类非线性
预条件子（nonlinearity PreConditioner, NPC）（Brune
et al., 2015），特别适合多物理问题. 与线性预条件
子相似，NPC也可以自然地分为“左”或“右”
预条件子（Hwang and Cai, 2005）.
左非线性预条件子引入一些小规模的非线性问

题，这些问题比原问题能更高效的求解，同时也能

很好地收敛到原问题的解. 该方法的区域分解版本，
如 ASPIN（Cai and Keyes, 2002）解决每个子域上
的小型非线性问题，并将它们相加或相乘地组合起

来. 小型非线性问题也可以使用 Krylov子空间生成，
如非线性 GMRES（Oosterlee and Washio, 2000）或
非线性 Broyden（Fang and Saad, 2009）算法，其中
小型非线性最小二乘问题在子空间中解决，并用于

更新原问题的解.
另一方面，右非线性预条件子则像右线性预条
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件子的作用方式一样，直接改变近似解所在的空间，

通过这种方式改善非线性. 这里最简单的形式是使
用一个辅助求解器（如：Picard）来引导 Newton
迭代. 更复杂的版本，如非线性消除法（Lanzkron
et al., 1996; Hwang et al., 2015），在每次迭代中精
确地求解非线性问题的子集，这种方法类似于线性

块消除或 Schur补运算.
非线性预条件框架现在已经有可用的版本

（Balay et al., 2016），允许用户组合左和右非线性
预条件子，以加快问题的收敛. 由于所有的非线性
预条件子都是近似的非线性求解器，这相当于非线

性迭代组合的一般理论（Brune et al., 2015），用户
可以挑选特定的求解器来处理具体的非线性问题.
特别是对于多物理问题，一个领域的非线性可以被

其他领域主导的 Jacobian方向掩盖，导致收敛速度

停滞（Klawonn et al., 2017）.
一些迭代求解器还可以同时减少线性和非线性

残差. 如果解不依赖于一致的切线或不符合完整的
牛顿框架，那么线性问题就不需要在远离平衡的地

方精确求解. 对非线性项采用单层循环松弛的伪瞬
态求解器已经被用来模拟剪切加热（Duretz et al.,
2019）和水—力学耦合（Räss et al., 2019）引起的
应变局部化.

1.3.4    小波方法

小波方法的出现最早可以追溯到 1980年代. 地
球物理学家 Alex Grossman和 Jean Morlet最初应用
该方法捕捉地震波序列中的尖峰. 完整的小波发展
史可以参考《A Wavelet Tour of Signal Processing》
（图 3）（Mallat, 1999）.

 
 

(a) (b)

(c) (d)

图 3     小波方法表示的二维图像（Mallat, 1999）. （a）原始图像 f(N)，分辨率 N=256×256；（b）原始图像用正交小波分解
的系数矩阵<f,Ψk

j,n>，k=1,2,3,4，小波尺度因子为 2j，大于阈值 T的系数用黑点表示；（c）使用尺度因子最大的 3组
小波系数（N/16个）重建图像；（d）使用最大的 N/16个系数重建图像

Fig. 3   The wavelet  method represents a two-dimensional image (Mallat,  1999).  (a) Original image f(N),  resolution N=256×256; (b)
the original image using orthogonal wavelet decomposition coefficient matrix <f,Ψk

j,n>, k = 1, 2, 3, 4, wavelet scale factor is 2j,
is  greater  than  the  threshold  value  of T coefficient  with  black  spots;  (c)  Three  sets  of  wavelet  coefficients  (N/16)  with  the
largest scale factor were used to reconstruct the image; (d) Reconstruct the image using the maximum N/16 coefficients

 

 

小波方法被用于求解非线性微分方程，该方法

的优势在于可以用很少的参数来捕捉信号中的多尺

度特征. Felix Hermann还应用小波方法开发了很多
在地震机器学习方法的应用（https://slim.gatech.
edu），例如： Jittered  Under-sumpling（Hennenfent

and Herrmann, 2008）应用 Curvelets处理地震波形
（Hennenfent and Herrmann, 2006）. 值得注意的是，
虽然这些使用小波的机器学习应用程序都需要大量

的计算资源，但是由于小波具有紧凑的多尺度特性，

它们在 CNN和 RNN神经网络上非常高效. 在一些
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研究的例子中，我们可以看到小波方法用来捕捉火

星岩石圈导纳函数的横向变化（图 4）（Kido and
Yuen,  2003）和地球表面的地形特征（Audet  and
Mareschal, 2007）.

 
 

塔尔西斯山
尤托皮亚

伊西迪斯

莫里尼
利斯山谷 阿基莱

海拉斯

(a) G

(b) T

(c) G (d) T

lw=08 lw=08

lw=16 lw=16

lw=32 lw=32

lw=64 lw=64

Elysium

0

0 20

2880mgal

0 mgal 0

km

～ ～

km

图 4     火星表面重力和地形的小波展示（修改自 Kido and Yuen, 2003）.（a）原始重力；（b）原始地形；（c）不同尺度小
波重建的重力；（d）不同尺度小波重建的地形. lw=8、16、32、64对应的尺度分别是 424 km、212 km、106 km、53 km

Fig. 4   A  wavelet  display  for  the  gravity  and  topography  of  Mars  (modified  from Kido  and  Yuen,  2003).  (a)  Original  gravity;  (b)
Original  topography;  (c)  The  gravity  reconstruction  by  wavelets  of  different  scales;  (d)  The  topography  reconstruction  by
wavelets  of  different  scales.  The  corresponding  scales  of lw=8,  16,  32  and  64  are  424  km,  212  km,  106  km  and  53  km
respectively.

 

 

2    结 论

本文系统地回顾了经典的数值计算方法，包括：

空间离散化方法、谱方法、无矩阵方法、小波方法

和一些非线性过程的模拟技术，与 Zhong等（2007）
的综述相比，本文更加深入讨论了一些技术细节，

如：孔隙波和剪切生热的一些细节，同时，涉及了

更多种类的数值方法介绍. 文中同时也兼顾介绍了
一些新的数值计算技术发展与应用进展，如：格子

波尔兹曼方法以及它在地幔对流（Mora and Yuen,
2018; Mora et al.,  2020）和磁流体动力学（Zhu et
al., 2020a, 2020b）中的应用.

本文旨在从整体视角给出经典数值计算方法的

发展脉络，使读者了解这些发展的演化过程，并未

对每种方法的技术细节进行详细的剖析. 我们建议
感兴趣的读者们能进一步通过查阅本文的参考文献

来了解更多技术细节，通过这些文献可以更好地理

解相关研究的发展趋势以及为快速地掌握相关方法

原理提供有益的帮助. 本文内容能为从事地球动力

学建模的科研人员提供更多的信息，全面了解数值

计算技术的新进展.
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